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ФАЗОВЫЕ ПОРТРЕТЫ ПЛОСКИХ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ СИСТЕМ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Я. Мухтаров, Д.С. Шодиев, Ф. Умарова  
Самаркандский государственный университет 

 
  Аннотация. Найдены достаточные условия устойчивости нулевого решения 
полиномиальной системы дифференциальных  уравнений, исследованы ее изолированные 
особые точки. 

Ключевые слова: полиномиальная система, траектории, фазовый портрет, степенная 
геометрия, иннор, особая точка. 

 
Tekislikda differensial tenglamalar sistemasining fazaviy portretlari 

Annotatsiya. Polynomial differensial tenglamalar sistemasini nol yechimining turg‘unligini 
yetarli shartlari topilgan, uning yakkalangan maxsus nuqtalari tekshirilgan. 

Kalit  soʻzlar: polynomial sistema, traektoriya, fazaviyportret, darajali geometriya, innor, 
maxsusnuqta. 

 
Phase portraits of flat polynomial systems of differential equations 

 Abstract. Sufficient conditions for the stability of the zero solution of a polynomial system of 
differential equations was  found and its isolated singular points was investigated. 
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Рассмотрим систему дифференциальных уравнений  

 

1 ( , ) ( , )

( , ) ( , )

k m

m

dx y P x y P x y
dt
dy Q x y Q x y
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 = + =

 = =
                                                                

(1) 

где
0 0

( , ) , ( , ) , , ( , ) 1
m m

m i m i m i m i
i i

i i
P x y a y x Q x y b y x k m P Q− −

= =

= = < =∑ ∑ ,i ia b - вещественные 

числа. 
Система (1)в работе [2] исследована при условии 1( , ) ( , )m k mP x y y P x y−= , а также при 

1k = в работе [3]. 
Система (1) линейным невырожденным преобразованием приводится к виду 

1 ( , )

( , )

k m

m

dx y yP x y
dt
dy Q x y
dt

− = +

 =


                                                                             (2) 

где 1 ( , )mP x y−  форма степени ( 1)m − с вещественными коэффициентами. 
1. Исследование устойчивости нулевого решения 

Теорема 1.1. Пусть ,k m нечетные числа и 0 00, 0, 0mb a b< < < , или 

0 00, 0, 0mb a b> > > , тогда нулевое решение системы (1) асимптотически устойчиво. 
Доказательство. Применим второй метод  Ляпунова. Пусть функция Ляпунова имеет 

вид 
1 10 1( , )

1 1
m kb

V x y x y
m k

+ += − +
+ +

. 

Тогда�̇� в силу системы (1) примет вид 
.

2 1
(1) 0 0 ( , )m m

mV b a x b y xyf x y+= − + +
 

где ( , )f x y многочлен относительно 𝑥 и 𝑦. Знак функции 
.

(1)V  при малых значениях ,x y  

определяется знаком выражения, 2 1
0 0

m m
mb a x b y +− +  которое, в случае 0 00, 0, 0mb a b< < <  

будет определенно отрицательной и нулевое решение в этом случае будет асимптотически 
устойчивым. 

Если 0 00, 0, 0ma b b= < <  или 0 00, 0, 0mb a b= < < , то на основании теоремы 
5.2  [1]  следует асимптотическая устойчивость нулевого решения. 

Если же 0 00, 0, 0mb a b< > > , то нулевое решение неустойчиво в силу свойства 
системы, особая точка (0,0)O  будет неустойчивым фокусом. 
Неустойчивость будет также иметь место и в том случае (в силу теоремы 6.3 [1]), когда 
𝑎0 = 0, 𝑏𝑚 > 0или𝑏𝑚 = 0, 𝑎0 > 0. 
Пусть в системе (1) 0 0b = .Тогда соответствующее системе (2) уравнение имеет вид 

1 1
1

0

( ..... )
.....

m m
m

k m m
m

y b x b ydy
dx y a x a y

− −+ +
=

+ + +                                                         
(3) 

и 𝑦 = 0 будет ее решением. Чтобы определить  тип особой точки (0,0) и её устойчивость,  
применим метод степенной геометрии[5]. 
При помощи степенных преобразований[5]  находим укорочениеуравнения (3)  
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  0

( ) ( , )
( ( , ))k

dy F u x f x u
dx x u a x g x u

ε

δ

+
=

+                                                                
(4) 

где 0, 0,ε δ> > ( , ), ( , )f x u g x u - квазиполином, 1 0( ) km mF u u b a u
k k

 = − −  
. 

Особым точкам (0,0) и 

1

1 00,
kk mb a

m k

 
   −      

 

дифференциального уравнения (4) 

соответствуют исключительные направления: 0y = (ось ох) и 

1

1 00,
mk
kk my b a x

m k

 
   = −      

 
дифференциального уравнения (3). 
 Сначала исследуем особые точки уравнения (4), определяемые из системы                                           

0, ( ) 0x F u= = . 

(0,0) может быть узел или седло, причем здесь если 0 1 0 0ma b a
k

 − > 
 

,то (0,0) -узел, а если 

0 1 0 0ma b a
k

 − < 
 

, то (0,0) – седло. Аналогично, если  1 1 0 0mb b a
k

 − < 
 

, то 0(0, )u -узел, 

если 1 1 0 0mb b a
k

 − > 
 

, то 0(0, )u -седло, где 

1

0 1 0

kk mu b a
m k
  = −    

. 

Возможны следующие  условия: 

1) 0 1 0 10, , 0ma b a b
k

> > ⇒ > ;        2) 0 1 0 10, 0, 0ma b a b
k

< − < ⇒ < ; 

3) 0 1 0 10, 0, 0ma b a b
k

> − < ⇒ > ;    4) 0 1 0 10, 0, 0ma b a b
k

> − < ⇒ < , 

5) 0 1 0 10, 0, 0ma b a b
k

< − < ⇒ > ;     6) 0 1 0 10, 0, 0ma b a b
k

< − < ⇒ < . 

При выполнении условий: 
             1) и 2) исключительное направление 0y =  будет 1-го, и исключительное направление 

0

m
ky u x=  2-го типа; 3) и  6) 0y =  2-го, а 0

m
ky u x= 1-го типа;4) и 5) оба исключительные 

направления 2-го типа. 
Отсюда следует, что в случае, когда 0 1 0a b >  начало координат для дифференциального 

уравнения (5) является узлом, в случае  0 1 0a b <  седлом, причем, если 0 00, 0a b< <  узел 
устойчивый, а если 0 00, 0a b> >  неустойчивый. 

Т.о. имеет  место: 
Теорема 1.2.Пусть 0 0b = , k -нечетное число, тогда если  0 00, 0a b< < , то нулевое 

решение 0x y= = системы (1) асимптотически устойчиво. 
2.Исследованиераспределения изолированных особых точек  

Пусть в системе (1) 0 0b = , и k -четное число, тогда дифференциальное уравнение (4) имеет 

три изолированных особых точек (0,0), 

1

1 00,
kk mb a

m k

 
   ± −      

 

если 1 0 0mb a
k

− > и только 
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одну (0,0)если 1 0 0mb a
k

− < . 

В силу свойств системы[6] особые точки 0(0, )u±  будут одного типа. 
В данном случае, если: 

1) 0 1 00, 0ma b a
k

> − > , то (0,0) –узел, 0(0, )u± седло; 2) 0 1 00, 0ma b a
k

< − > ,то 

(0,0) –седло, 0(0, )u± при 1 0b < при. узлы, а при 1 0b >  -седла; 3) 0 10, 0ma b
k

< − < ,то  

(0,0) – узел; 4) 0 10, 0ma b
k

> − <  (0,0) – седло. 

При переходе в плоскости ( , )x y  следует отметить, что особым точкам 0(0, )u±  
соответствуют исключительные направления состоящие из ветвей параболы, т.е. двум особым 
точкам 0(0, )u± соответствует одна парабола с осью симметрии 0y = .  
Т.о. имеет место: 

Теорема 2.1. Пусть k четное, 0 0b = , то особая точка (0,0) системы (1) является: 

1) если 0 1 00, 0ma b a
k

> − > или 0 1 1 00, 0, 0ma b b a
k

< < − > ,то закрытый седло-узел 

с одной эллиптической и одной гиперболической областью; 

2) если 0 1 1 00, 0, 0ma b b a
k

< < − > , то четырёхсепаратрисное седло; 

3) если 0 1 00, 0ma b a
k

< − < , то закрытый узел с двумя эллиптическими областями; 

4) если 0 1 00, 0ma b a
k

> − < , то вырожденное седло. 

Исследуем другие особые точки. Форма ( , )mQ x y разлагается на множители 

1

( , ) ( )
m

m
m i

i

Q x y b y xτ
=

= −∏ , 

где , ( 1, 2,...., )i i mτ =  корни уравнения 
1

1 0(1, ) .... 0m m m
m mQ b b bτ τ τ −

−= + + + = .                                      (5) 
Отметим, что для того, чтобы все , ( 1, 2,...., )i i mτ =  различные корни уравнения (5) 

были вещественными необходимо и достаточно, чтобы её матрица 1
2 1m−∆  былаиннорно -  

положительной [4].  
Количество особых точек зависит от четности чисел m и k . 

а) ( )m k− -четное, то каждая изоклина iy xτ= пересекается с изоклиной бесконечности  

( , ) 0k my P x y+ =                                                                       (6) 
в двух взаимносимметричных относительно начала точках и система может иметь 2 1m +
изолированных особых точек. 
б) ( )m k− - нечетное, то количество особых точек не более 1m + , так как каждая изоклина 
нуля iy xτ= пересекается с изоклиной бесконечности (6) только один раз. 
Т.о.в силу свойств системы[6] имеет место: 
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Теорема 2.2. а) если ,k m -нечетные числа, матрица 1
2 1m−∆ иннорно–положительна и

(1, ) 0, ( 1, 2,...., )k
i m iP i mτ τ < = , то система (1) имеет 2 1m +  изолированных особых точек, 

причем 1m +  из них будут антиседлами, другие m -седлами и наоборот, 1m + -седлами,  m -
антиседлами 

в) если k - нечетное, m -четное, матрица 1
2 1m−∆ иннорно–положительна и 

(1, ) 0 ( 1,2,...., )k
m iP i mτ ≠ = , то система (1) имеет 1m + -изолированных особых точек, 

причем 
2
m

 -антиседел, 
2
m

- седел или 1
2
m
− -антиседел, 1

2
m
+  -седло или наоборот, особая 

точка (0,0)O  – вырожденное седло. 
с) если k -четное, m -нечетное, матрица 1

2 1m−∆ иннорно–положительна и 
(1, ) 0 ( 1,2,...., )m iP i mτ ≠ = , то система (1) имеет 1m +  изолированных особых точек, 

причем 
1

2
m +

из них антиседел и 
1

2
m −

 других седел или наоборот. (0,0)O – вырожденное 

седло. 
е)если k -четное, матрица 1

2 1m−∆ иннорно–положительна и 

(1, ) 0, ( 1, 2,...., )k
i m iP i mτ τ < = , то система (1) имеет 2 1m + изолированных особых точек, 

причём m  из них седла, а другие m -антиседла, (0,0)O  – вырожденное седло. 
 
Форма 1 1

1 1( , ) .....m m
m mQ x y b x b y− −
− = + + разлагается на множители 

1

1
1

( , ) ( )
m

m m i
i

Q x y b y xτ
−

−
=

= −∏ ,  где , ( 1, 2,...., 1)i i mτ = −  корни уравнения 

1
1 0(1, ) .... 0m

m mQ b bτ τ −
− = + + =                                                        .(7) 

Здесь для того, чтобы все iτ  различные корни уравнения (7) были вещественными,  

необходимо и достаточно, чтобы её матрица 1
2 3m−∆  была иннорно–положительной[4]. 

Количество особых точек уравнения (3) зависит от четности чисел m и k . 
Имеет место. 
Теорема2.3.а) ,k m - нечетные,  матрица 1

2 3m−∆ иннорно–положительна и 

(1, ) 0, ( 1, 2,...., )k
i m iP i mτ τ < = ,тогда уравнение (3) имеет 2 1m −  изолированных особых 

точек, причем если 1 0b > m из них будут антиседлами, другие 1m −  сёдлами и наоборот m - 
седлами, другие 1m − -антиседлами, если 0 1 0a b < . 

в) k -нечетное, m -четное, матрица 1
2 3m−∆ иннорно – положительна и  

(1, ) 0 ( 1,2,...., 1)m iP i mτ ≠ = − , тогда уравнение (3) имеет m -изолированных особых точек, 
причем возможны следующие случаи: 

1
2
m
+ антиседла, 1

2
m
− седла; 1

2
m
− антиседла, 1

2
m
+ седла; 

2
m

 антиседла, 
2
m

седла, где (0,0)O – узел в случае 0 1 0a b > и седло если 0 1 0a b < . 

с) k  -четное, m -нечетное, матрица 1
2 3m−∆ иннорно–положительна и 

(1, ) 0 ( 1,2,...., 1)m iP i mτ ≠ = − . тогда дифференциальное уравнение (3) имеет m -
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изолированных особых точек, причем возможны случаи 
1 1

2
m −

+ -антиседла и 
1

2
m −

 сёдел или 

наоборот. (0,0)O – может быть закрытый седло узел, седло, закрытый узел. вырожденное седло 
(теорема 2.1). 
е) ,k m -четные,матрица  1

2 3m−∆ иннорно–положительна, (1, ) 0, ( 1, 2,...., 1)k
i m iP i mτ τ < = − , 

тогда уравнение (3) имеет 2 1m −  изолированных особых точек, причем 1m −  из них седла, а 
другие 1m − антиседла. (0,0)O в силу теоремы 3 может быть типа закрытый седло-узел, 
закрытый узел, седло или вырожденное седло. 

Пример.В качестве примера рассмотрим систему  
2 2 3 2 2 3 4

2 3 4

4 3 2 2 3 4
2 3

40 1650 43240 1771201
36 36 36 36

462 932 4618936 4
36 36 36

dx y x x y x y xy y
dt
dy x x y x y xy y
dt

  = + + + − +    

 = − − + +

 

Применяя к системе преобразование 
1 ,
36

x x y y y= + = , получим: 

2 3 2 2 3

4 2 2 4 4
2

( )

36 13 ( , )

dx y y x x y xy y
dt
dy x x y y P x y
dt

 = + − − − −

 = − + ≡


 

Матрица 7∆  уравнения изоклины нуля 4
2 ( , ) 0P x y = иннорно–положительна и функция  

4
2 ( , )P x y  распадается  на четыре линейных множителя. Кривая Шаля  

3 2 2 3( , ) ( ) 0F x y y x x y xy y= + − − − − =  
имеет  одну действительную, два мнимых асимптот и три действительных точек перегиба. 
         Система имеет девять особых точек:  (0,0)O -вырожденное седло; попарно диаметрально 
расположенные на лучах  𝑦 = −2𝑥,𝑦 = 3𝑥   4 седла; попарно диаметрально расположенные на 
лучах  𝑦 = 2𝑥,𝑦 = −3𝑥   4 фокуса.Точки расположенные в I и IV четвертях устойчивые, а в II и 
III неустойчивые.Фазовые портреты окрестности особых точек пакетом Марle показывает 
правильность выводов. 
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KVADRATDAGI SODDA DIFFERENSIAL OʻYINLARDA QUVISH MASALASI 

M.Sh. Mamatov. A.O. Zunnnunov 
Oʻzbekiston Milliy universiteti 
E-mail: Mamatovmsh@mail.ru  

 
Аnnotatsiya.  Ushbu maqolada tekislikdagi kvadratda sodda harakatli quvish masalasi l-

tutish ma’nosida qaralgan. Oʻyinni chekli vaqtda nihoyasiga yetkazishni ta’minlovchi boʻlakli 
oʻzgarmas quvish boshqaruvini qurish strukturasi tahlil qilingan. Oʻyinni nihoyasiga yetkazish vaqti 
uchun yuqoridan baho olingan. 

Kalit soʻzlar: quvish, quvuvchi, qochuvchi, quvuvchi boshqaruvi, qochuvchi boshqaruvi 
 

Задача преследования в простых дифференциальных играх в квадрате 
Aннотация. В статье  рассматриваются задача преследования с простыми движениями  в  

смысле l-поимки на плоскости в квадрате. Предложена структура построение кусочно постоянных 
управлений преследования которая обеспечить завершение игры за конечное время. Полулена оценка 
сверху время игры для завершения преследования. 

Ключевые слова: преследование, преследующий, убегающий, управление 
преследования, управление убегания 

 
The task of prosecuting simple differential games on the square  

Abstract. The article deals with the pursuit problem with simple motions in the sense of l-
capture on a plane in a square. A structure is proposed for constructing piecewise constant persecution 
directorates which will ensure the completion of the game in a finite time. Established a score above 
the time of the game to complete the pursuit. 

Keywords: pursuit, pursuer, evader, pursuit control, evasion control 
 
Tekislikda birlik kvadratda bitta qochuvchi  𝑥0 va bitta quvuvchi  𝑥1 ob’yektlardan iborat 

“quvish-qochish” masalasini qaraylik. Ularning harakati quyidagicha sodda differensial tenglamalar 
bilan berilgan boʻlsin   

𝑥0̇ = 𝑢0,        𝑥0 =  �
𝑥01

𝑥02
� ,       𝑢0 =  �

𝑢01

𝑢02
� ;        𝑥1̇ = 𝑢1,       𝑥1 = �

𝑥11

𝑥12
� ,        𝑢1 = �

𝑢11

𝑢12
� .         (1) 

Bu yerda 𝑢0 va 𝑢1 lar boshqariluvchi parametrlar boʻlib, 𝑢0 −qochuvchi,  𝑢1 −quvuvchi ob’yektlarini 
boshqaruv parametrlari va ular  𝑢0 ≡ 𝑢0(𝑡),  𝑢1 ≡ 𝑢1(𝑡) - oʻlchovli funksiya koʻrinishida tenglanadi. 
Ularning qiymatlari deyarli barcha  𝑡 ≥ 0 larda quyidagi cheklovlarni qanoatlantiradi  

                                     ǁ𝑢0ǁ ≤ 1,      ǁ𝑢1ǁ ≤ 1.                                                       (2) 
Bu yerda z,zz =  -  𝑧 ∈ 𝑅2 dagi oddiy norma, z,z   - skalyar koʻpaytma. 
𝑥1 nuqta 𝑥0 nuqtani quvlamoqda. Agar qandaydir chekli vaqt mobaynida ushbu ǁ𝑥1 − 𝑥0ǁ ≤ 𝑙,

𝑙 >  0  (bu yerda l oldindan berilgan son) shart bajarilsa, quvish  nihoyasiga yetgan hisoblanadi. 
Quvuvchi- 𝑥1 oʻz boshqaruvi yordamida tezroq ǁ𝑥1 − 𝑥0ǁ ≤ 𝑙 shart bajarilishini ta’minlashga harakat 
qiladi, qochuvchi- 𝑥0 esa oʻz boshqaruvi yordamida iloji boricha koʻproq vaqt ushbu shart 
bajarilmaskigini ta’minlashga harakat qiladi. 

Differensial oʻyinlarga juda koʻp tadqiqotchilarning ishlari bag’ishlangan [1-10]. Differensial 
oʻyinni ta’riflanishi, turli masalalari [1] ishda koʻrilgan, [2] ishda chiziqli differensial oʻyinlarda 

mailto:Mamatovmsh@mail.ru
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− Mualliflar maqolalardagi fakt va raqamlarning haqqoniyligiga shaxsan mas’ul. 

MAQOLAGA QUYIDAGILAR ILOVA QILINADI: 

− Yo‘llanma xati; 
− Ekspеrt xulosasi. 

E- mail: axborotnoma@samdu.uz 
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SAMARQAND DAVLAT 
UNIVERSITETI 

ILMIY AXBOROTNOMASI 

НАУЧНЫЙ ВЕСТНИК SCIENTIFIC REPORTS 

Mas’ul kotib   X.Sh.Tashpulatov 
Musahhih M.M. Ro‘ziboyev  
Texnik muharrir S. D. Aronbayev  

Muharrirlar: 
E. U. Arziqulov - f.-m.f.n., dotsent 
O. R. Raxmatullayev - geogr.f.n., dotsent 
B. S. G’oyibov - t.f.n., dotsent 
I.Sulaymonov - f.f.n., dotsent 
A.I.Inatov 

Mas’ul muharrirlar: 
D. M. Aronbayev - k.f.n., dotsent 
A. Sh. Yarmuxamedov - f.-m.f.n. 
R.Toshquvatova - fals.f.n., dotsent 

Muassis: Samarqand davlat universiteti  
Manzil: 140104, Samarqand shahri, Universitet xiyoboni, 15. 

Telefon: (0 366) 239-14-07, Faks: (0 366) 239-13-87 
e-mail: axborotnoma@samdu.uz 

SamDU «Ilmiy axborotnoma» jurnali tahririyati kompyuterida terildi.  
Bosishga 19.03.2019 yilda ruxsat etildi. Qog‘ozo’lchami A-4. Nashriyot hisobtabog‘i 10,00. 

Buyurtma raqami 147  Adadi 500 nusxa. 
_________________________________________ 

Manzil: 140104, Samarqand shahri, Universitetxiyoboni, 15. 
SamDUbosmaxonasida  chopetildi. 
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